


CONSIGNES
On rappelle que le jeu consiste à lancer deux dés cubiques équilibrés
dont les 6 faces sont numérotées de 1 à 6. On gagne si la somme des
valeurs données par les deux dés vaut au-moins 9.

1) On répète le jeu 20 fois de suite. Soit X la variable aléatoire qui prend
pour valeur le nombre de gains obtenus lors de ces 20 fois. Calculer la
probabilité de gagner de 3 à 7 fois, lors des 20 parties.

2) Déterminer à l’aide de la table binomiale en annexe la probabilité qu’au
cours de 400 parties, les fréquences du succès soient comprises dans
l’intervalle [0,25 ; 0,3]. Arrondir à 0,001 près.

3) Déterminer un intervalle [a ;b], auquel la fréquence a au-moins une
probabilité de 0,95 d’appartenir.



Analyse a priori et exploitation d’un cadre 
didactique

• Identifier les étapes discursives majeures de l’activité qui mènent
à valider le travail mathématique (raisonnement, preuve,
démonstration,…).

• Identifier les artefacts, et les genèses instrumentales éventuelles.

• Identifier les registres sémiotiques en jeu (signes et symboles,
phases de traitements, de conversions,…).





Approximation 
numérique par
le tableur

Expression exacte par une
approche combinatoire





0,09641148

0,8525483

Par incompatibilité des évènements correspondant aux 
différentes valeurs possibles de nombres de succès :

P(100≤X≤120) = P(0,25 ≤ f ≤ 0,3) ≈ 0,8525483 – 0,09641148 
≈ 0,75613682
≈ 75,6 %



Un intervalle auquel la fréquence une probabilité d’au moins 0,95 d’appartenir.

On peut chercher l’intervalle [a ; b] tel que :
• a est le plus petit nombre entier tel que P( X ≤ a ) ≥ 0,025
• b est le plus petit nombre entier tel que P( X ≤ b) ≥ 0,975
On obtient alors 1 – P( X > b ) ≥ 0,975
C’est-à-dire P( X > b ) ≤ 0,025     de plus  P( X < a ) < 0,025
Donc P(X>a ou X>b) < 0,05           C’est-à-dire P( a ≤ X ≤ b ) ≥ 0,95
Donc P( a/n  ≤  f  ≤  b/n )  ≥  0,95

En appliquant à notre exemple : 
P(94 ≤ X ≤ 129) = P(0,235 ≤ f ≤ 0,3225) 

= P(X≤129)  – P(X≤93)  ≈ 0,97875565 – 0,02317511
≈ 0,95558054
≈  95,6 %





Appliquons cette formule à notre exemple :

Pour un intervalle de fluctuation centré en p d’amplitude 2ε contenant la fréquence
avec une probabilité d’au-moins 0,95 :
p(1 – p)/(nε²) = 0,05          c ’est-à-dire : (10/36)(1-10/36) / (400 ε²) = 0,05        
On obtient ε² =   260/25920
Donc         ε =  0,100154

On en déduit un intervalle de fluctuation  :      J = [p-ε ; p+ε]  
≈ [0,177 ; 0,378]

L’amplitude de cet intervalle (environ 0,2) est presque le double de l’amplitude de
l’intervalle directement rendu par la loi binomiale.



Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev :
Pour une variable aléatoire X de loi de probabilité finie d’espérance μ
et d’écart-type σ :          P(μ-λσ ≤ X ≤ μ+λσ)  ≥ 1 – 1/λ²

Une démonstration peut être donnée pour cette propriété. C’est-à-
dire un raisonnement de type déductif venant compléter le 
raisonnement inductif qui met en place de manière expérimentale la 
fluctuation d’échantillonnage.
Cette démonstration met en jeu des cadres différents : intervalles et 

inégalités, notion de probabilité et de variable aléatoire avec 
espérance et écart-type. 
De nombreux savoirs élémentaires sont exploités et réinvestis : règles 

sur les inégalités, sens de variation du carré,…
Cette preuve constitue la première étape permettant d’établir la loi 

des grands nombres lorsqu’on applique l’inégalité à une loi binomiale.



Une activité de statistiques descriptives est très proche de l’expression obtenue 
avec l’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev.
Il s’agit de la propriété suivante qui peut être établie en 2nde :
Pour une série statistique (xi)1≤i≤n finie (non pondérée) de moyenne m et d’écart-
type s : 
• [m-2s ; m+2s] contient au-moins 3/4 des valeurs de la série.
• [m-3s ; m+3s] contient au-moins 8/9 des valeurs de la série.
• [m-4s ; m+4s] contient au-moins 15/16 des valeurs de la série.
….
• [m-λs ; m+λs] contient au-moins 1 – 1/λ² des valeurs de la série.

Cette activité peut être menée dès la 2nde comme un travail d’approfondissement 
en statistiques descriptives portant sur les intervalles et les inégalités, qui fait 
appel à des raisonnements ensemblistes.



Exemple d’énoncé pour la classe de 2nde : 
Une activité de démonstration liée à l’écart-type en statistiques descriptives.

1) On considère une série finie de n valeurs (xi), pour 1≤ i ≤ n , de moyenne μ et 
d’écart-type σ .
On note k le nombre de valeurs de cette série qui ne s’éloignent pas de plus de 2σ 
par rapport à leur moyenne μ. Prouver que k/n ≥ 0,75. C’est à dire qu’au moins 
75% des valeurs de la série sont dans  [μ-2σ ; μ+2σ].

2) Démontrer une propriété analogue concernant l’intervalle [μ-3σ ; μ+3σ].

Ce découpage en deux questions analogues en jouant sur une variable de l’énoncé 
permet une approche pédagogique en deux temps : 
- la question 1) peut être traitée comme une recherche ou présentée en classe 

dialoguée par le professeur.
- La question 2) est un réinvestissement de ce qui a été compris par les élèves.



Analyse pour la question 1 ) :
• Les valeurs de l’intervalle [μ-2σ ; μ+2σ] sont situés à  une distance de 

moins de 2σ du nombre μ.
L’écart entre les valeurs de la série qui sont dans cet intervalle et la 

moyenne μ est inférieur à 2σ . 
Le carré d’écart entre ces valeurs et μ est inférieur à  (2σ)²
La somme de ces carrés d’écart est inférieure à la somme de tous les 

carrés d’écarts par rapport à μ.
• La moyenne de tous les carrés d’écarts par rapport à μ vaut la 

variance σ²
• On peut aussi procéder de même en considérant plutôt les valeurs de 

la série qui ne sont pas dans [μ-2σ ; μ+2σ] ce qui permet d’appliquer 
une transitivité sur les inégalités.



Résolution du 1 ) : { } ( )
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Ce qui nous donne au-moins  75%  des valeurs de la série dans l’intervalle  [μ-2σ ; μ+2σ] . 



CLASSE DE 1ère :
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev en univers fini

1) Démontrer que pour une variable aléatoire X de loi de probabilité finie :         
P(μ-2σ ≤ X ≤ μ+2σ)  ≥ 3/4

2) Démontrer le cas général de l’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev pour une 
variable aléatoire X de loi de probabilité finie :         

P(μ-λσ ≤ X ≤ μ+λσ)  ≥ 1 – 1/λ²      (pour tout entier λ>1)
C’est-à-dire     :              P(-a ≤ X-μ ≤ a)   ≥ 1 – σ²/a²            (avec  a>σ)



Résolution du 1) : On reprend la démarche correspondante pour les statistiques en adaptant
au contexte probabiliste, c’est-à-dire en exprimant la formule de la variance à partir des
fréquences théoriques (v. a. finie prenant k différentes valeurs).

�
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇 2 ≥ �
𝑥𝑥𝑖𝑖∉𝐼𝐼

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇 2 ≥ �
𝑥𝑥𝑖𝑖∉𝐼𝐼

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) 22𝜎𝜎𝑋𝑋2

𝜎𝜎𝑋𝑋2 ≥ 4𝜎𝜎𝑋𝑋2 �
𝑥𝑥𝑖𝑖∉𝐼𝐼

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 4𝜎𝜎𝑋𝑋2𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∉ 𝐼𝐼) = 4𝜎𝜎𝑋𝑋2(1 − 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∈ 𝐼𝐼))

1 ≥ 4 1 − 𝑃𝑃 𝑋𝑋 − 𝜇𝜇 ≤ 2𝜎𝜎𝑋𝑋
𝑃𝑃 𝑋𝑋 − 𝜇𝜇 ≤ 2𝜎𝜎𝑋𝑋 ≥ 1 −

1
4



Résolution du 2) : On reprend la même démarche en exprimant la formule de la variance à
partir des fréquences théoriques (v. a. finie prenant k différentes valeurs) et en considérant
un intervalle I = [μ-λσ ; μ+λσ] au lieu de [μ-2σ ; μ+2σ] :
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Preuve de la loi faible des grands nombres
On applique l’inégalité de B-T à une variable aléatoire 𝑋𝑋𝑛𝑛~𝐵𝐵 𝑛𝑛, 𝑝𝑝 ∶
𝑃𝑃 𝑋𝑋𝑛𝑛 − 𝜇𝜇 > 𝜆𝜆𝜎𝜎 ≤ 1

𝜆𝜆2
avec     𝜇𝜇 = 𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜎𝜎2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝

C’est-à-dire : 𝑃𝑃 𝑋𝑋𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑝𝑝 > 𝜆𝜆 𝑛𝑛𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) ≤ 1
𝜆𝜆2

En considérant la variable aléatoire fréquence 𝐹𝐹𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛
𝑋𝑋𝑛𝑛 :

Soit  𝜀𝜀 > 0   posons 𝜆𝜆 = 𝜀𝜀 𝑛𝑛
𝑝𝑝(1−𝑝𝑝)

𝑃𝑃 𝐹𝐹𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 > 𝜆𝜆 𝑝𝑝(1−𝑝𝑝)
𝑛𝑛

≤ 1
𝜆𝜆2

𝜀𝜀 = 𝜆𝜆 𝑝𝑝(1−𝑝𝑝)
𝑛𝑛

On obtient :   𝑃𝑃 𝐹𝐹𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 > 𝜀𝜀 ≤ 𝑝𝑝(1−𝑝𝑝)
𝑛𝑛𝜀𝜀2

Avec par conséquent :         lim
𝑛𝑛→+∞

𝑃𝑃 𝐹𝐹𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 > 𝜀𝜀 = 0



Exploitation du langage Python
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