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Le probleme de Wang (the Domino Problem)
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Le probleme de Wang (the Domino Problem)

Définition

Une tuile de Wang est un carré unitaire partagé en 4 secteurs triangulaires

colorés

Fig. 1 - Exemple d’une collection de 4 tuiles de 5 couleurs.
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Le probleme de Wang (the Domino Problem)

Définition

Une tuile de Wang est un carré unitaire partagé en 4 secteurs triangulaires

colorés

Fig. 1 - Exemple d’une collection de 4 tuiles de 5 couleurs.

Le probleme

e Donnée. Un ensemble fini de tuiles de Wang.
e Question. Peut-on paver le plan par des tuiles de cet ensemble ?
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La regle du jeu

1. Deux tuiles peuvent s’assembler si elles ont un c6té commun de la méme

couleur.

OUI NON
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La regle du jeu

1. Deux tuiles peuvent s’assembler si elles ont un c6té commun de la méme

couleur.

(0101 NON

2. Les rotations et réflexions sont interdites.
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La regle du jeu

1. Deux tuiles peuvent s’assembler si elles ont un c6té commun de la méme

couleur.

(0101 NON

2. Les rotations et réflexions sont interdites. Pourquoi ?
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La regle du jeu

1. Deux tuiles peuvent s’assembler si elles ont un c6té commun de la méme

couleur.

(0101 NON

2. Les rotations et réflexions sont interdites. Pourquoi ?

3. Une tuile peut étre répétée autant de fois que nécessaire.
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La regle du jeu

1. Deux tuiles peuvent s’assembler si elles ont un c6té commun de la méme

couleur.

(0101 NON

2. Les rotations et réflexions sont interdites. Pourquoi ?

3. Une tuile peut étre répétée autant de fois que nécessaire. La raison ?
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Quelques cas particuliers
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Quelques cas particuliers
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Quelques cas particuliers
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Fig. 2 — Extrait d’'un pavage périodique du plan discret.
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Quelques cas particuliers
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ig. 3 — Extrait d'un pavage périodique du plan discret.
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Quelques cas particuliers
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Fig. 4 — Extrait d’'un pavage périodique du plan discret.
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Quelques cas particuliers
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Quelques cas particuliers
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Quelques cas particuliers

Le pavage du plan est impossible !
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Quelques cas particuliers

Le pavage du plan est impossible ! Pourquoi ?
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Quelques cas particuliers

Le pavage du plan est impossible ! Pourquoi ?

¢ En éliminant des tuiles
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Quelques cas particuliers

Le pavage du plan est impossible ! Pourquoi ?
* En éliminant des tuiles

* En montrant qu’il existe au moins une taille de carré non pavable (lemme
de Konig)

Fig. 6 — Aucun carré de taille strictement sup. a 3 n’est pavable.
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Premiers constats

1. Soit le plan est pavable uniquement de facon périodique.

X
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Premiers constats

1. Soit le plan est pavable uniquement de facon périodique.

X

2. Soit le plan est pavable a la fois de fagon périodique mais aussi non

périodique.
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Premiers constats

1. Soit le plan est pavable uniquement de facon périodique.

X

2. Soit le plan est pavable a la fois de fagon périodique mais aussi non

périodique.

3. Soit le plan n’est pas pavable car il existe au moins un motif carré d'une
certaine taille qui n’est pas pavable avec ces tuiles.
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Question assez naturelle...

Existence d’un jeu apériodique ?
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Question assez naturelle...

Existence d’un jeu apériodique ?

Un peu d’histoire...
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Epistémologie et histoire du probléme

* Premier questionnement sur les
problemes de décision dii a Leibniz au
XVIle siecle

Fig. 7 — Hao Wang (1921-1995)
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Epistémologie et histoire du probléme

* Premier questionnement sur les
problemes de décision dii a Leibniz au
XVIle siecle

¢ Le Probléeme de la décision
(Entscheidungsproblem) est formulé
par Hilbert et Ackermann (1927)

INSTITUT
(2

Université \ FOURIER o{t

Grenoble Alpes




Epistémologie et histoire du probléme

T waav N

Fig. 7 — Hao Wang (1921-1995)
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XVIle siecle

Le Probléme de la décision
(Entscheidungsproblem) est formulé
par Hilbert et Ackermann (1927)
Turing démontre I'indécidabilité de
I'Entscheidungsproblem par réduction
du Probléme de larrét (1937)

quasiment au méme moment que
Church (1936)




Epistémologie et histoire du probléme

T waav N

Fig. 7 — Hao Wang (1921-1995)
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Premier questionnement sur les
problemes de décision dii a Leibniz au
XVIle siecle

Le Probléme de la décision
(Entscheidungsproblem) est formulé
par Hilbert et Ackermann (1927)
Turing démontre I'indécidabilité de
I'Entscheidungsproblem par réduction
du Probléme de larrét (1937)
quasiment au méme moment que
Church (1936)

Wang énonce le domino problem dans
son article de 1961 a partir d’'un
probleme de satisfaisabilité de
certaines classes de formules de la
logique du premier ordre (V3V)



Epistémologie et histoire du probléme

Conjecture de Wang (1961, p. 177)

“A finite set of plates is solvable (as at least one solution) if and only if there
existes a cyclic rectangle of the plates ; or, in other words, a finite set of plates is
solvable if and only if it has a least periodic solution.”
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Epistémologie et histoire du probléme

Corollaire

Si tous les ensembles de tuiles de Wang qui pavent le plan, le pavent
périodiquement, alors le probléme est décidable.

* Existence d’'un algorithme de décision.
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Epistémologie et histoire du probléme

Corollaire

Si tous les ensembles de tuiles de Wang qui pavent le plan, le pavent
périodiquement, alors le probléme est décidable.

* Existence d’'un algorithme de décision.

* Evaluation de toutes les dispositions possibles des tuiles pour construire
des carrés de 1 a n jusqu’a trouver un motif carré non pavable ou un motif
carré périodique.
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Epistémologie et histoire du probléme

Corollaire

Si tous les ensembles de tuiles de Wang qui pavent le plan, le pavent
périodiquement, alors le probléme est décidable.

* Existence d’'un algorithme de décision.

* Evaluation de toutes les dispositions possibles des tuiles pour construire
des carrés de 1 a n jusqu’a trouver un motif carré non pavable ou un motif
carré périodique.

2
* Nécessite dans le pire des cas card (T)" op. — impraticable !
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Epistémologie et histoire du probléeme

Théoreme (Berger, 1964 ; 1966)

Le probleme général des dominos est indécidable.

ath &




Epistémologie et histoire du probléme

Existence d’un jeu de 20 426 tuiles !
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Epistémologie et histoire du probléme

Existence d’un jeu de 20 426 tuiles !

La course est alors lancée...
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Epistémologie et histoire du probléme

Berger (1964, 1966) 20426,104 tuiles
Lauchli (1966) 40 tuiles
Robinson (1967,1971) 52, 56 tuiles
Knuth (1968) 92 tuiles
Robinson (1971) 35 tuiles
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Epistémologie et histoire du probléme

Berger (1964, 1966) 20426,104 tuiles
Lauchli (1966) 40 tuiles
Robinson (1967,1971) 52, 56 tuiles
Knuth (1968) 92 tuiles
Robinson (1971) 35 tuiles
Penrose et Robinson (1976) 34 tuiles puis 32 tuiles
Robinson (1977) 24 tuiles 24 couleurs
Ammann (1978) 16 tuiles 6 couleurs
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Epistémologie et histoire du probléme

Berger (1964, 1966) 20426,104 tuiles
Lauchli (1966) 40 tuiles
Robinson (1967,1971) 52, 56 tuiles
Knuth (1968) 92 tuiles
Robinson (1971) 35 tuiles

Penrose et Robinson (1976) 34 tuiles puis 32 tuiles
Robinson (1977) 24 tuiles 24 couleurs
Ammann (1978) 16 tuiles 6 couleurs
Kari (1996) 14 tuiles et 6 couleurs
Culik (1996) 13 tuiles et 5 couleurs
Jeandel et Rao (2015) 11 tuiles et 4 couleurs

Tab. 1 - Avancée dans la recherche de jeux apériodiques utilisant différents cadres et
registres de représentation.
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Epistémologie et histoire du probléme

Et sur des régions bornées comme les rectangles...
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Epistémologie et histoire du probléme

Et sur des régions bornées comme les rectangles...

Un probléme difficile au sens de la
théorie de la complexité (voir p.ex.,
Lewis, 1978)

UGA (A mstmur

Gronabio Alpes FOURIER ol

(2




En résumé : un probleme a priori difficile !

* Le probleme de Wang est

indécidable dans le plan. ’,
* Le probleme de Wang est en
général difficile sur des rectangles @

méme avec des contraintes
monochromes sur les bords (voir
annexes).

®

Le probleme est donc difficile méme pour des machines !
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III. Quelles situations de recherche construire a
partir de ce probleme ?
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Que faire ?

* Quels choix d’instances pour le probléeme ?

* Objectif : accessibilité a la preuve et aux raisonnements mathématiques :
modele des SiRC (Grenier et Payan, 2003 ; Gandit, Giroud et Godot, 2011)

* Faire vivre les différentes dialectiques d’action, de formulation et de
validation (Brousseau, 1998)

VA B =L x{1,2,...h} Rpxq

Fig. 8 — Situations étudiées dans la thése en cours de M. Da Ronch
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Petite piqtire de rappel sur le modele des SiRC

Une caractérisation donnée par Grenier et Payan (2003) et complétée par
Godot (2005).
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Petite piqtire de rappel sur le modele des SiRC

Une caractérisation donnée par Grenier et Payan (2003) et complétée par
Godot (2005).

* Une SiRC s’inscrit dans une problématique de recherche mathématique
professionnelle.
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Petite piqtire de rappel sur le modele des SiRC

Une caractérisation donnée par Grenier et Payan (2003) et complétée par
Godot (2005).

* Une SiRC s’inscrit dans une problématique de recherche mathématique
professionnelle.

* La question initiale est facile d’acces.
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Petite piqtire de rappel sur le modele des SiRC

Une caractérisation donnée par Grenier et Payan (2003) et complétée par
Godot (2005).

* Une SiRC s’inscrit dans une problématique de recherche mathématique
professionnelle.

* La question initiale est facile d’acces.

* Des stratégies initiales existent, sans que soient indispensables des
pré-requis spécifiques.

UCA B INSTITUT

Gronabio Alpes FOURIER ol

(2




Petite piqtire de rappel sur le modele des SiRC

Une caractérisation donnée par Grenier et Payan (2003) et complétée par
Godot (2005).

* Une SiRC s’inscrit dans une problématique de recherche mathématique
professionnelle.

* La question initiale est facile d’acces.

* Des stratégies initiales existent, sans que soient indispensables des
pré-requis spécifiques.

* Plusieurs stratégies d’avancée dans la recherche et plusieurs
développements sont possibles.
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Petite piqtire de rappel sur le modele des SiRC

Une caractérisation donnée par Grenier et Payan (2003) et complétée par
Godot (2005).

* Une SiRC s’inscrit dans une problématique de recherche mathématique
professionnelle.

* La question initiale est facile d’acces.

* Des stratégies initiales existent, sans que soient indispensables des
pré-requis spécifiques.

* Plusieurs stratégies d’avancée dans la recherche et plusieurs
développements sont possibles.

* Une question résolue renvoie trés souvent a une nouvelle question.
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Petite piqtire de rappel sur le modele des SiRC

Une caractérisation donnée par Grenier et Payan (2003) et complétée par
Godot (2005).

* Une SiRC s’inscrit dans une problématique de recherche mathématique
professionnelle.

* La question initiale est facile d’acces.

* Des stratégies initiales existent, sans que soient indispensables des
pré-requis spécifiques.

* Plusieurs stratégies d’avancée dans la recherche et plusieurs
développements sont possibles.

* Une question résolue renvoie trés souvent a une nouvelle question.

* Il existe au moins une variable de recherche dans la situation.
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A vous de jouer !

Le probleme du jour...
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Le probleme du jour

* On considere un jeu de tuiles de 4 couleurs.
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Le probleme du jour

* On considere un jeu de tuiles de 4 couleurs.
* Chaque tuile possede exactement ces 4 couleurs.
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Le probleme du jour

* On considere un jeu de tuiles de 4 couleurs.
* Chaque tuile possede exactement ces 4 couleurs.

* Le jeu est complet : 4!=24 tuiles distinctes.

Question

Soient p > 0 et g > 0 des entiers. Est-il possible de paver un rectangle de
taille p X g dont les bords sont monochromes avec des tuiles de 7 ?
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Le probleme du jour

Question

Soient p > 0 et g > 0 des entiers et notre jeu de tuiles 7. Est-il possible de
paver un rectangle de taille p x g dont les bords sont monochromes avec des
tuiles de 7 ?
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Le probleme du jour

Question

Soient p > 0 et g > 0 des entiers et notre jeu de tuiles 7. Est-il possible de
paver un rectangle de taille p x g dont les bords sont monochromes avec des
tuiles de 7 ?
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A vous de jouer !




I1I. Eléments d’analyse mathématique
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Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Propriété — Rectangle 1 x g de type A

Quel que soit I'entier g > 1, le rectangle de type A n’est jamais pavable.
Remarque. Une premiere condition nécessaire initiale est que p,q > 1

g>1

1 eT

Fig. 9 — Impossiblité de paver une rectangle de largeur 1.
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Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Fig. 10 - Existence et non unicité des motifs 2 x 2 et 2 x 3.
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Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Lecasou p =2et g € 2N*

(=)

Fig. 11 - Preuve de Uexistence d’'un pavage 2 x q de type A lorsque q € 2N*,
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Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Lecasou p=_2etq ¢ 2N*

q=1[2

2 m
B0

Fig. 11 - Preuve de Uexistence d’'un pavage 2 x q de type A lorsque q ¢ 2N*.
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Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Propriété — Rectangle 2 x g de type A

Quel que soit I'entier g > 1, il existe toujours au moins un pavage valide pour
le rectangle 2 x g de type A.

g>1

Fig. 12 — Un rectangle 2 x q de type A.
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Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Propriété — Rectangle 2 x g de type A

Quel que soit I'entier g > 1, il existe toujours au moins un pavage valide pour
le rectangle 2 x g de type A.

Remarque. Une autre preuve d’existence utilisant un résultat sur le type |B|
(i.e. bords EsT-OUEST de la méme couleur).

g>1

Fig. 12 - Existence d’un pavage par réfléxion horizontale d’'un | B|-motif lorsque g € 2N*

uU GA INSTITUT

FOURIER ol

(2




Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Existence d'un pavage pour tous p > letqg > 17?




Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Existence d'un pavage pour tous p > letqg > 17?

Non...




Eléments d’analyse mathématique pour le type A

SE

Fig. 13 — Existence d’'un A-motif de taille 3 x 2 par rotation d’un quart de tour d'un
A-motif de taille 2 x 3 avec permutation de couleurs.
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Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Condition suffisante : le cas ou p = 3 et g € 2N*

q=0[2]

¢ 6 0 6 0 0 00

HA A LML A AAAAAAANAALAALAAAL
VVVVVVVVVVVVVVYYVY

SE

Fig. 14 — Preuve de Uexistence d’'un pavage 3 X q de type A lorsque q € 2N*
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Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Condition nécessaire : le cas oit p = 3 et g ¢ 2N*

q=1[2]

(=]

Fig. 14 — Preuve d’'impossibilité utilisant un raisonnement par forcage (absurde) d’'un
pavage 3 x q de type A lorsque q ¢ 2N*.

(2

FOURIER ol




Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Propriété — Rectangle 3 x g de type A

Soit g > 1 un entier, le rectangle 3 x g de type A est pavable, si et seulement
si, g est pair.

g>1

Fig. 14 — “q > 1 pair” est une CNS pour paver un rectangle 3 x q de type A.

UCA B INSTITUT

Gronabio Alpes FOURIER ol

(2




Eléments d’analyse mathématique pour le type A

Conjecture — Rectangle p x g de type A

Soient p > 1 et g > 1 des entiers. Le rectangle p x g de type A est pavable, si
et seulement si, le produit de p par g est pair.

g>1

p>1

Fig. 15 — Rectangle p x q de type A.
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Preuve de la CS : une disjonction de cas

Le cas ou p > 1 et g > 1 sont simultanément pairs.

q=0[2

V'S
v
A
M
A
v
A
v
V'S
v

¢ 0 000
¢ 0 0 00
¢ 0 000
¢ O 0 00
¢ ¢ 000
¢ 0 000
¢ 0 000
¢ O 0 00
¢ 0 000
¢ ¢ 0 090
¢ 0 000
¢ 0 0 00
¢ 0 000
¢ 0 0 00
¢ 0 000

[SCE)

Fig. 16 — Preuve algorithmique de la CS par construction d’objets lorsque p € 2N* et
q € 2N*
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Preuve de la CS : une disjonction de cas

Le cas ou p > 1 est pair et g > 1 impair.

q=1[2

V'
v
V' N
v
V' N
v
V' N
N4
V'
v

® 0 0 00
¢ 0 000
¢ 0 0 00
¢ 0 000
¢ 0 0 090
¢ 0 000
¢ 0 0 00
¢ 0 000
¢ 0 0 00
¢ 0 000
¢ O 0 00
¢ 6 000

V'N
M
V'N
v
V'S
b
V'S
M
V'S
b

B

Fig. 17 — Preuve algorithmique de la CS par construction d’objets lorsque p € 2N* et
g ¢ 2N*
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Preuve de la CS : une disjonction de cas

Le cas ou p > 1 est pair et g > 1 impair.

q=1[2

a
v
a
v
a
N
o
v
V'Y
v

¢ 0 0 00
¢ 0 000
¢ 0 0 090
¢ 0 000
¢ 0 0 00
¢ 0 000
¢ 0 0 00
¢ 0 000
¢ O 0 00

AL A
M d
AL A
NN
AL A
hh A4
AL A
hh A4
VV'W¥'N
hh A4

¢ 6 000

Fig. 18 — Preuve algorithmique de la CS par construction d’objets lorsque p € 2N* et
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Preuve de la CS : une disjonction de cas

Le cas ol p > 1 est impair et g > 1 pair : une preuve non constructive...

\»Q

i
|||

(p 2)xq

Fig. 19 - Preuve de la CS par induction descendante utilisant le raisonnement par
labsurde a Uaide d’'un contre-exemple minimal lorsque p ¢ 2N* et g € 2N*.
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Preuve de la CN : partition et dénombrement

Lemme — Dénombrement du nombre de triangles

Quel que soit le type de rectangle, si ce dernier possede un pavage valide, alors le
nombre de triangles d’une couleur apparait exactement pq fois et on a, quelle que soit
la couleur,

Nbre de triangles = Nbre de triangles ext. + Nbre de triangles int.

€{0,p,9,2p,2q} €2N

Aexe(o) i}&z: Aine(o)
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Preuve de la CN : partition et dénombrement

Lemme — Dénombrement du nombre de triangles

Quel que soit le type de rectangle, si ce dernier possede un pavage valide, alors le
nombre de triangles d’une couleur apparait exactement pq fois et on a, quelle que soit
la couleur,

Nbre de triangles = Nbre de triangles ext. + Nbre de triangles int.

€{0,p,9,2p,2q} €2N

Aexe(o) i}&z: Aine(o)

Par exemple, pour le type A et la couleur bleue, on a : Nbre [Aex.(0)] = 2p
= l'entier pq est nécessairement pair... Absurde !
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Une CNS pour le type A

Théoreme — Rectangle p x g de type A

Soient p > 1 et g > 1 des entiers.
Le rectangle p x g de type A est pavable, si et seulement si, pq est pair.

qg>1

7A
p>1 Rpsq

Fig. 20 - Rectangle p x q de type A.
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Une CNS pour le type A

Théoreme — Rectangle p x g de type A

Soient p > 1 et g > 1 des entiers.
Le rectangle p x g de type A est pavable, si et seulement si, pq est pair.

qg>1

7A
p>1 Rpsq

Fig. 20 - Rectangle p x q de type A.

Corollaire — Carré n x n de type A

Soit n > 1 un entier.
Le carré de taille n x n de type A est pavable, si et seulement si, n est pair.
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A
Et pour les autres types ? \ % //

Quelques références sur cette situation de recherche :

¢ Da Ronch, Gandit et Gravier (2020)
¢ Da Ronch, Gandit et Gravier (2021)
e Bernat (2014)

Type de peE2IN pe2lN pe¢2IN pe2N
rectangle ge2IN ge¢2IN ge2IN ge2N

\%prq L Ll L
B
gg}‘)x‘q . .
B
‘%p_xq L Ll
Rpq ’ .

Tab. 2 - Existence d’un pavage () pour les différents types de rectangle en fonction de la
parité de p et q.
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Liens avec notre probleme initial

Rappel

Quels que soient les entiers p > 0 et g > 0, est-il possible de paver un
rectangle de taille p x g dont les bords sont monochromes avec des tuiles de

T?

I | ]

type A type B type C

Fig. 21 — Les différents types de rectangles.
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Liens avec notre probleme initial

Théoréeme — Existence d’au moins un pavage de tout type

Quels que soient les entiers p > 1 et g > 1, il existe toujours au moins un
pavage valide d’un certain type.

Algorithme de construction/déconstruction :

Ry — Bsq — ﬁ— ou ﬁ'f' g

px(q—1) H‘]p 1)x(q—1)
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Liens avec notre probleme initial

Théoreme — Existence d’au moins un pavage de tout type

Quels que soient les entiers p > 1 et g > 1, il existe toujours au moins un
pavage valide d’'un certain type.

Algorithme de construction/déconstruction :

ou ﬂ"Bl

Ry — R —>g>— (re1)xq

px(q—1) _>‘@P 1)x(q-1)

Théoreme — CNS pour tous les types

11 faut et il suffit que p > 1 et g > 1 soient simultanément pairs pour paver
n’importe quel type de rectangle de n’importe quelle taille.
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Une généralisation du probleme ?

" Encore mais ga

ne s’arréte jamais
ces problémes. ..
Qu’est-ce que tu vas

bien pouvoir ajouter 7 ‘
n .

"L’indice se trouve
derriére toi !"

(voir les annexes)

N
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IV. Eléments d’analyse didactique
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Que travaille-on avec cette (ces) situation(s) ?

Connaissances d’ordre I

» Pavage, périodicité vue comme une translation de motifs de base, symétrie axiale,
rotation

* Arithmétique élémentaire : opérations dans N, divisibilité par 2, parité, congruence
* Aire de rectangle et conservation des aires par isométries du plan

¢ Algorithmique : variable, condition, boucle...
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Que travaille-on avec cette (ces) situation(s) ?

Connaissances d’ordre II.

Distinction CS/CN : existence VS impossibilité (Ix € X, P(x) VS Vx € X, P(x))
Preuve ostensive sur des cas particuliers (théoreme d’existence)

Emission de conjectures locales/globales : validation (preuve)/réfutation
(contre-exemple)

Articulation entre inductif/déductif

Travail sur les énoncés contingents investis d'une valeur épistémique
(Durand-Guerrier, 1996) et sur le statut des énoncés : distinction entre conjecture
(formulation) VS résultat (validation)

Construction de définitions (Ouvrier-Buffet, 2003)

Pluralité des raisonnements : forcage, absurde, induction, partition,
construction/déconstruction de classe d’objets, disjonctions des cas, exhaustivité
des cas

(Da Ronch, Gandit et Gravier, 2020, p. 98)
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L’importance préalable des choix sur la nature et
les valeurs des variables didactiques/de recherche

I. Hypothese de travail fondamentale

L’étude épistémologique et mathématique permet de faire des premiers choix sur la
nature/valeur des variables en adéquation avec les connaissances mobilisées et visées par les
situations que 1'on souhaite construire.

Exemple du jour :
e Natures des régions du plan : p.ex. rectangles a bords monochromes
¢ Contraintes aux bords : p.ex. le type A
e Typesdetuiles: {e, =, o, 0}

¢ Largeur du rectangle fixée et longueur laissée a la charge des éléves : hiérarchisation des
stratégies

— Certaines valeurs de variables permettent un travail sur les conceptions erronées (théorémes en acte) : “La réunion de rectangles pavables avec
un rectangle non pavable n’est jamais pavable.” (voir p. ex., Da Ronch, Gandit et Gravier, 2021 ; Gandit, 2008, p. 188)
— Travail sur les inférences en actes (inductive) : passage de carrés aux rectangles (conjectures naives erronées)
ex_la stratégie de forcage est efficace localement (3 X g) mais devient trés cofiteuse a partir du carré 5 X 5 de type A.
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Conceptions d’étudiants/prof. stagiaires sur
Pimpossibilité mathématique...

Conceptions erronées d’étudiants de Licence sur 'impossibilité mathématique.

On remarque en effectuant le (5xc), avec ¢ = un nombre impair, on retombe toujours
sur la situation du (3x3) ou (1xc) qui, nous I'avons déja dit, ne sont pas pavables, par
conséquent le rectangle (5% un nombre impair de colonne) n'est pas pavable.

En découpant le (5xc) en 1*(2xc) et 1%(3xc), on se raméne au conditions des (3xc). Ce
sera le cas pour tous les (Ixc) avec | impair.

Fig. 21 - Extrait d’'un mini-mémoire d’étudiants (Licence module jeux combinatoires et
raisonnements mathématiques, UGA, 2019) traitant de U'impossibilité.
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Conceptions d’étudiants/prof. stagiaires sur
Pimpossibilité mathématique...

Conceptions erronées de professeurs stagiaires sur I'impossibilité
mathématique.

On place une case noire au hasard !

On s’arrange pour faire apparaitre un carré de
cOté 3 cases (car on sait que tout est basé sur ce
carré d’apreés ce qui précéde) de telle sorte qu’il
soit éloigné des bords par un nombre pair de
cases ! Dans ce cas, on peut dire qu’il n’est pas
pavable car le cas

| | | nel’estpas!

S

7y

A
Ly
Y
v
A
v

<> <> [P

Fig. 21 — Production de professeurs stagiaires extrait de Gandit (2008, p. 188) traitant
une impossibilité sur un exemple générique ou une expérience cruciale au sens de
Balacheff (1988).
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Entre didactique et ergonomie : articulations et
tensions

I1. Hypothese de travail fondamentale

Importance accordée au matériel en relation avec la situation pour 'entrée dans
l'activité de recherche (voir p. ex., Da Ronch, 2019 ; Da Ronch, Gandit et Gravier,
2020 ; Godot, 2005, Villani et Torossian, 2018).

* Processus de dévolution D processus d’enr6lement

» Réflexions entre choix ergonomiques et choix didactiques (qui peuvent aussi relever
de I'épistémologie méme du probleme mathématique)

Pl )4

Fig. 22 — Tuiles pré-définies (epistémologique/didactique) VS pré-découpées
(ergonomique) (Da Ronch et al., 2020, pp. 98-99).
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Importance des interactions dans la construction
du processus de preuve

Pour pratiquer une activité mathématique en classe et en particulier
développer le processus de preuve, il est nécessaire de construire des
situations permettant l'interaction :

¢ entre les différents ordres de connaissances (Sackur et al., 2005) ;

e la mise en ceuvre de situations d’action, de formulation et de validation
(Brousseau, 1998) (p. ex., modele des SiRC).

e
processus de Prew

Connaissances
dordre I
Connaissances
dordre IT

Fig. 23 — Interactions dans la construction du processus de preuve.

Situation adidactique
* d'action

* de formulation

*_de validation

Connaissances
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Importance des interactions dans la construction
du processus de preuve

Pour pratiquer une activité mathématique en classe et en p
développer le processus de preuve, il est nécessaire de const
situations permettant l'interaction :

¢ entre les différents ordres de connaissances (Sackur et al., 2005) ;

e la mise en ceuvre de situations d’action, de formulation et de validation
(Brousseau, 1998) (p. ex., modele des SiRC).

e
processus de Prew

Connaissances
dordre I
Connaissances
dordre IT

Fig. 23 — Interactions dans la construction du processus de preuve.

Situation adidactique
* d'action

* de formulation

*_de validation

Connaissances
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L’organisation didactique a ne pas négliger

Remarque sur le modele des SiRC

Le modele des SiRC donne des conditions nécessaires dans la construction
(voire I’évaluation) d’une ressource dans le but d’entrée dans une véritable
pratique mathématique mais, seules, ces conditions ne suffisent pas !
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L’organisation didactique a ne pas négliger

Remarque sur le modele des SiRC

Le modele des SiRC donne des conditions nécessaires dans la construction
(voire I’évaluation) d’une ressource dans le but d’entrée dans une véritable
pratique mathématique mais, seules, ces conditions ne suffisent pas !

* La gestion est au moins aussi importante que I’élaboration de situations de
recherche !

UCA . STITUT

FOURIER ol

Université o
Grenoble Alpes




L’organisation didactique a ne pas négliger

Remarque sur le modele des SiRC

Le modele des SiRC donne des conditions nécessaires dans la construction
(voire I’évaluation) d’une ressource dans le but d’entrée dans une véritable
pratique mathématique mais, seules, ces conditions ne suffisent pas !

* La gestion est au moins aussi importante que I’élaboration de situations de
recherche !

e Il faut d’'une part que I'enseignant accepte de laisser la responsabilité
scientifique aux éléves, et d’autre part, que les éléves acceptent eux-mémes
cette responsabilité.
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L’organisation didactique a ne pas négliger

Remarque sur le modele des SiRC

Le modele des SiRC donne des conditions nécessaires dans la construction
(voire I’évaluation) d’une ressource dans le but d’entrée dans une véritable
pratique mathématique mais, seules, ces conditions ne suffisent pas !

* La gestion est au moins aussi importante que I’élaboration de situations de
recherche !

e Il faut d’'une part que I'enseignant accepte de laisser la responsabilité
scientifique aux éléves, et d’autre part, que les éléves acceptent eux-mémes
cette responsabilité.

e Mise en commun et débat scientifique (Legrand, 1993) : importance du
vrai et du faux et les raisons du vrai et du faux (Gandit et
Massé-Demongeot, 2001).
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Le débat scientifique

Les idées qui sous-tendent le débat scientifique (Legrand, 1993).

* Amener les éleéves a se détacher du plan scolaire habituel pour se placer
réellement sur le plan mathématique.

* Eviter que les éléves ne déforment trop les connaissances.

¢ Permettre aux éléves d’accéder a une certaine forme d’autonomie de
pensée : responsabilité scientifique et esprit critique.

UCA B | INSTITUT

vt e & FOURER .o &




Le débat scientifique

Les idées qui sous-tendent le débat scientifique (Legrand, 1993).

* Amener les éleéves a se détacher du plan scolaire habituel pour se placer
réellement sur le plan mathématique.

* Eviter que les éléves ne déforment trop les connaissances.

¢ Permettre aux éléves d’accéder a une certaine forme d’autonomie de
pensée : responsabilité scientifique et esprit critique.

Organisation du débat

* La recherche des éleves sur ce qu'’ils pensent de la « phrase » inscrite au
tableau par exemple.

* Le vote
e L’argumentation, la réfutation

¢ La conclusion
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Institutionnalisation : du local au global

“Qu’avez-vous fait ? Qu’avez-vous appris ?”

UCGA 7\ INsTITUT

Gronabio Alpes FOURIER ol

(2




Institutionnalisation : du local au global

“Qu’avez-vous fait ? Qu’avez-vous appris ?”

* Institutionnalisation locale dans le contexte du probléme
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Institutionnalisation : du local au global

“Qu’avez-vous fait ? Qu’avez-vous appris ?”
* Institutionnalisation locale dans le contexte du probléme

* Institutionnalisation globale au niveau des raisonnements mathématiques
et du processus de preuve hors contexte du probleme
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V. Conclusion et perspectives : apports en classe et
en formation des enseignants
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En classe et en formation

[ = o] Didactique des mathématiques 06.05.2021

V4 ; choix de Ia valeur de p : Le choix de la valeur de p, est une variable didactique
importante dans la construction de ce probléme. En déﬂmssan( que p = quelconque,

pauxéléve:
que les léves ravaillont par tatonnement en essayant " diféranos grandours, sans
réelle organisation. =2,p=3....). Cette méthode ne permet pas de systématiser
Ia recherche. De plus, il sera plus diffcie pour les léves de poser des conjectures et

de les vérifier.

A contrario, définir la valeur de p, va permettre aux éléves de se concentrer sur les
aunes variables et de mieux cemer le probléme et les différents enjeux. Dans cet
exer p=1, pour travail
Shendu. s dans un detniéme temps,la valeur de p sera de 2. Cela wmp\emﬁe le
nque

de temps, je irai pas plus loin dans la recherche.

V5 : choix de la valeur de q:

Lenseignant peut décider de laisser cette variable sous la responsabilté des éléves,
en définissant que q = quelconque. Pour simplifier la compréhension de la consigne,
je proposerai aux éléves de commencer avec q=3 et =4. Cela permettra d'aborder le
probléme en essayant avec un nombre pair et un nombre impair. Dans un deuxiéme
temps, je leur demanderai d'essayer avec une valeur de leur choix.

vs Matériel & disposition_(tuiles_prédéfinies_manipulables,
iangles de couleurs, rectangles prédéfinis de différentes tailles...)  en définissant le
i que les éléves auront a disposition ou non, enseignant va induire les
procédures chisies par les éléves. Si celui-i ne propose aucun matériel, les éléves
devront imaginer le probléme et essayer, de maniére plus ou moins abstraite, de
mprendre la complexité de celui-ci.

Si enseignant propose des triangles de couleurs, les éléves vont pouvoir manipuler
le matériol ot essayer par juxtaposition. Cependant, cela impliquera un raisonnement
Quz MV de plus pour les éléves qui devront construire les tuies. Cela donnera aux éléves le
! conlrdle intere de la tuil et cela peut créer des fautes d'attention auprés des éléves.

QRuand{d el din eeERl SRREES T dm‘ L Tetaitoutune i soi imi

Gl ol ey

o e mﬁ@k

Fig. 24 — Productions d’éléves de cycle 3 (2020) et un extrait de Uanalyse a priori d'un-e
enseignant-e stagiaire dans l'UE de didactique des mathématiques (PCEO, HEPVS, 2021)
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Annexes : compléments épistémologiques et
ouverture vers d’autres situations étudiées dans
Da Ronch (these en cours)
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Une généralisation du probleme ?

Probleme du miny

Sous quelle(s) condition(s) peut-on paver tous les types de rectangle, quelle
que soit la parité de p > 1 et g > 1 tout en gardant la méme structure de
tuiles ?
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Une généralisation du probleme ?

Probleme du miny

Sous quelle(s) condition(s) peut-on paver tous les types de rectangle, quelle
que soit la parité de p > 1 et g > 1 tout en gardant la méme structure de
tuiles ?

On considere un ensemble X' de k couleurs tel que

X={1,2,....k—1, k}
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Une généralisation du probleme ?

Probleme du miny

Sous quelle(s) condition(s) peut-on paver tous les types de rectangle, quelle
que soit la parité de p > 1 et g > 1 tout en gardant la méme structure de
tuiles ?

On considere un ensemble X' de k couleurs tel que
X ={1,2,...,k—1, k}

On construit un jeu de tuiles 7x-complet (ayant tous les 4-arrangements
possibles).

HTun = Al = (k_4)!:k><(k—1)><(/<—2)><(k—3), sik >4

0
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Une généralisation du probleme ?

Théoréme — CNS miny

Le nombre minimal de couleurs noté minxx pour paver n'importe quel type de
rectangle, de n’importe quelle taille est tel que mingx = 5.
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Une généralisation du probleme ?

Théoréme — CNS miny

Le nombre minimal de couleurs noté minxx pour paver n'importe quel type de
rectangle, de n’importe quelle taille est tel que mingx = 5.

Idées clés

* mingy > 5, au moins 5 couleurs sont nécessaires d’apres les résultats établis
lorsque #X = 4.

* mingy < 5, au plus 5 couleurs suffisent pour paver tous les types de rectangles,
quels que soient les entiers p > 1 et g > 1. On prouve en fait 'existence d’au
moins un pavage sur tous les cas d'impossibilité mis en avant lorsque #X = 4.

Probléeme miny, lorsque #X =5

Quel est le nombre nécessaire et suffisant de tuiles parmi les 120 de notre collection
qui permet de paver tous les types de rectangles, et ce, quels que soient les entiers
p>letg>1?
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N'P-complétude sur les rectangles méme avec des
bords monochromes

De maniére générale le probléme de Wang sur les rectangles est difficile...

Théoréme (Lewis, 1978)
WANG-REC est N'P-complet.
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N'P-complétude sur les rectangles méme avec des
bords monochromes

De maniére générale le probléme de Wang sur les rectangles est difficile...
Théoréme (Lewis, 1978)
WANG-REC est N'P-complet.

On prouve méme qu’avec un, deux, trois ou quatre bords monochromes, distincts ou
non, le probléme est toujours au moins aussi difficile que celui sans contrainte !

Corollaire
WANG-REC-k-MONOCHROME est aussi N/P-Complet pour k € {1,2,3,4}.
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N'P-complétude sur les rectangles méme avec des
bords monochromes

De maniére générale le probléme de Wang sur les rectangles est difficile...
Théoréme (Lewis, 1978)
WANG-REC est N'P-complet.

On prouve méme qu’avec un, deux, trois ou quatre bords monochromes, distincts ou
non, le probléme est toujours au moins aussi difficile que celui sans contrainte !
Corollaire

WANG-REC-k-MONOCHROME est aussi N/P-Complet pour k € {1,2,3,4}.
Heureusement la réflexion menée dans I'analyse a priori sur la nature et les valeurs

des variables nous permet de rendre le probleme accessible en classe de
mathématiques, et ce, dés le cycle 3 jusqu’a l'université !
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Vers d’autres situations de recherche...

Si on “agrandissait” les surfaces a paver....
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Le cas des régions semi-bornées de 7>

Probleme sur des régions semi-bornées

Etant donné une collection finie de tuiles, existe-il un pavage d’une bande
bi-infinie pour une hauteur entiére h > 0 fixée ?
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Le cas des régions semi-bornées de 7>

Probleme sur des régions semi-bornées

Etant donné une collection finie de tuiles, existe-il un pavage d’une bande
bi-infinie pour une hauteur entiére h > 0 fixée ?

Un exemple

EXINIIXK
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Le cas des régions semi-bornées de 7>

Probleme sur des régions semi-bornées

Etant donné une collection finie de tuiles, existe-il un pavage d’une bande
bi-infinie pour une hauteur entiére h > 0 fixée ?

Un exemple

EKIEXIXK
S
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Le cas des régions semi-bornées de 7>

Probleme sur des régions semi-bornées

Etant donné une collection finie de tuiles, existe-il un pavage d’une bande
bi-infinie pour une hauteur entiére h > 0 fixée ?

Un exemple
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Le cas non borné 7?2

Probléme sur Z2

Etant donné un ensemble fini de couleurs et une certaine famille .%; d’au plus
deux couleurs par tuiles, existe-il un pavage du plan Z? avec des tuiles de
cette famille ?
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